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研究の背景

I 等質凸領域の研究
調和解析、統計、etc...

I 等質凸領域に対応する代数構造 (Vinberg 1963)
等質凸領域 ⇔ クラン
等質開凸錐 ⇔ 単位元を持つクラン

I 基本相対不変式
Ω ⊂ V : 等質錐
∆1(x), . . . ,∆r(x) : 基本相対不変式

Ω = {x ∈ V ; ∆1(x) > 0, . . . ,∆r(x) > 0} .

I クランを考察する動機
I 代数構造が見やすい (正規分解：行列を拡張した形),
I 右乗法作用素の既約因子に基本相対不変式が全て現れる.
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Outline

1. 諸定義
I クラン・正規分解
I 基本相対不変式
I クランの自己共役表現

2. クランの帰納的構造
I 右乗法作用素の計算
I 指数行列 σと ε-表現の定義

3. 主結果
I 指数行列の決定
I その応用
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クラン

V : 有限次元実ベクトル空間
△ : V の双線型な積

Definition

次の 3条件を満たすとき、(V,△)をクランという：
I [Lx, Ly] = Lx△ y−y△x (left symmetric algebra),

I ∃s ∈ V ∗ s.t. s(x△ y)が内積を定める (compactness),

I Lxの固有値はすべて正 (normality).

※ 一般的に、クランは非可換・非結合的・単位元を持たない.

例. V = Sym(r,R)に積△を次で定義すれば,クランになる.

x△ y := x y + y t(x), x :=


1
2
x11 0
...

. . .

xr1 · · · 1
2
xrr

 .
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準備

V : 単位元 e0を持つクラン
I c1, . . . , cr : 原始べき等元の直交系
I V の正規分解

V =
⊕

1≤j≤k≤r

Vkj, (Vkj : c1, . . . , crに関する固有空間)

I クランに対応する等質錐
I h := {Lx; x ∈ V } (split solvable Lie algebra),
I H := exp h　 (岩沢部分群)
I Ω := H · e0 : 等質錐になる.
I 特にH y Ω: 単純推移的.

I H-相対不変関数 f(x) :

∃χ : H → R : 1次元表現 s.t. f(hx) = χ(h)f(x).
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基本相対不変式

.
Theorem (Ishi–Nomura 2008)
..

......

あるH-相対不変な既約多項式∆1(x), . . . ,∆r(x)が存在して, 任意の
H-相対不変多項式 p(x)は

p(x) = (const.)∆1(x)
m1 · · ·∆r(x)

mr (x ∈ V, mj ∈ Z≥0)

とかける. さらにクランの右乗法作用素をRxとすると,

p(x) = DetRx ⇒ mj ≥ 1 (j = 1, . . . , r).

この∆1(x), . . . ,∆r(x)を等質錐Ωの基本相対不変式という.
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双対クラン

Definition. V の双対クラン積

△

を以下で定義する：⟨
x

△

y |z
⟩
= ⟨y |x△ z ⟩ (x, y, z ∈ V ).

双対クランに対応する等質錐は元のクランの等質錐の双対錐と一致する.

homogeneous cone Ω ←→ Ω∗

↕ dual ↕
clan (V,△) ←→ (V,

△
)

Prop. △と △

との関係式:

x△ y + x

△

y = y△x + y

△

x.

例.V = Sym(r,R), 内積 ⟨x |y ⟩ := tr(xy).

x

△

y = t(x) y + y x
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クランの表現

E : 実ユークリッド空間 with 内積 ⟨ · | · ⟩E.

Definition

φ : V → L(E)が双対クラン (V,

△

)の自己共役表現であるとは,

I φ(x)∗ = φ(x)かつφ(e0) = idE,

I φ(x

△

y) = φ(x)φ(y) + φ(y)φ(x).

ただしφ(x) (φ(x))はφ(x)の下三角 (上三角)部分.

別の言い方をすると、φは (V,

△

)から (Sym(E),

△

)への準同型。
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表現から定義されるクラン

Proposition

直和空間 VE := Ru⊕ E ⊕ V に次の積△を定義する:

v△ v′ = (λλ′)u + (λ′ξ + 1
2
λξ′ + φ(x)ξ′) + (Q(ξ, ξ′) + x△x′)

(v = λu + ξ + x, v′ = λ′u + ξ′ + x′)

⇒ (V 0
E ,△)は単位元を持つクランになる.

ただしQ : E × E → V はφに付随する対称双線型形式:⟨
Q(ξ, ξ′) |x

⟩
= ⟨φ(x)ξ |ξ′ ⟩E (ξ, ξ′ ∈ E, x ∈ V ).

ここでQ[ξ] := Q(ξ, ξ), Q[E] := {Q[ξ]; ξ ∈ E}とおく.
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右乗法作用素

R0 : V 0
E の右乗法作用素

R0
λu+ξ+x =

 λ 0 0
1
2
ξ λidE R0

ξ

0 R0
ξ Rx

 (Rは V の右乗法作用素).

⇒ DetR0
λu+ξ+x = λ1+dimE−dimV DetRλx−1

2
Q[ξ].

.
Theorem
..

......

V 0
E の基本相対不変式 Pj(v)はある非負整数αj ≥ 0を用いて

Pj(v) =

{
λ (j = 0),

λ−αj∆j(λx− 1
2
Q[ξ]) (j = 1, . . . , r)

とかける. ただし∆j はクラン V の基本相対不変式.
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指数行列

H : Ωの岩沢部分群
H y Ω: 単純推移的であることを用いて、h ∈ H を次のように表す:

h =


h11 0 · · · 0

h21 h22
. . .

...
...

. . .
. . . 0

hr1 hr2 · · · hrr

 (hjj > 0, hkj ∈ Vkj).

Definition. f : H-相対不変関数 (f(hx) = χ(h)f(x))

∃τj ∈ R s.t. χ(h) = (h11)
2τ1 · · · (hrr)

2τr

τ := (τ1, . . . , τr) : f の指数 (multiplier).
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指数行列

Definition

σj = (σj1, . . . , σjr) : ∆j の指数(
∆j(he0) = (h11)

2σj1 · · · (hrr)
2σjr

)
σが指数行列⇔ σ =

σ1
...
σr

 = (σjk)1≤j,k≤r

Remark. (Ishi 2001)

I σは (下)三角行列,

I σjj = 1.
σ =


1 0 · · · 0

σ21 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

σr1 σr2 · · · 1
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ε-表現

(φ,E) : (V,

△

)の表現
ε = t(ε1, . . . , εr) ∈ {0, 1}r, cε := ε1c1 + · · ·+ εrcr.

Definition

(φ,E)が ε-表現⇔ Q[E] = H · cε.

Remark. Oε := H · cεとおく. このとき

Ω =
⊔

ε∈{0,1}r

Oε (Ishi 2000).

Proposition

(φ,E) : 任意のクランの表現
∃1 ε = ε(φ) ∈ {0, 1}r s.t. φは ε-表現.
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ε-表現

.
ε(φ)の構成法
..

......

dkj := dimVkj とおく.

l(1) := t(dimE1, . . . , dimEr) (Ej := φ(cj)E),

l(k) :=

{
l(k−1) − t(0, . . . , 0, dk,k−1, . . . , dr,k−1)

l(k−1)
(l

(k−1)
k−1 > 0),

(otherwise).

このとき ε(φ) = t(ε1, . . . , εr)を次で定義する:

εk =

{
1 (if l

(k)
k > 0),

0 (otherwise).

つまり、εは dimEj, dimVkj によって完全に決まる.
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主結果

.
Theorem
..

......

{
V : 階数 rのクラン

(φ,E) : ε-表現
−→ (V 0

E ,△) : 階数 r + 1のクラン

Pj(v) : V
0
E の基本相対不変式 (j = 0, 1, . . . , r).

Pj(λu + ξ + x) = λ−αj∆j(λx− 1
2
Q[ξ]) (j = 1, . . . , r).

このとき非負整数α1, . . . , αr は指数行列 σを用いてα1
...
αr

 = σ

1− ε1
...

1− εr


のように表される.
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指数行列 (2)

今の定理を V 0
E の指数行列 σ0を用いて書き直すと、

σ0 =

(
1 0
σε σ

)
=

(
1 0
0 σ

)(
1 0
ε Ir

)
.
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指数行列 (2)

I V [k]を V の右下の部分、E[k]はその横の部分とする.

I


E[k] :=

⊕
m>k

Vmk,

V [k] :=
⊕

k<l≤k≤r

Vml.


tE[k]

E[k] V [k]


I このとき V [k]は V の部分クランになる.

I さらに (R[k], E[k])は (V [k],

△

)の表現：

R[k](x)ξ := ξ

△

x (x ∈ V [k], ξ ∈ E[k]).
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指数行列 (2)

表現 (R[k], E[k])を ε[k]-表現とし, さらに

Ek :=

Ik−1 0 0
0 1 0

0 ε[k] Ir−k


とおく.
.
Theorem
..

...... σV = Er−1Er−2 · · · E1.

ε[k]は dimVkj によって完全に決まる.
つまり、σも dimVkj によって完全に決まる.
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応用

.
Theorem
..

......

Dj(x) : Vinberg多項式 (xの成分から帰納的に構成できる)

∆1(x) = D1(x), ∆j(x) =
Dj(x)∏

i<j Di(x)τji
(j = 2, . . . , r).

ただし
τji = −σji + σj,i+1 + · · ·+ σjj ≥ 0.
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将来の展望

I V 0
E の双対クランに関しても同様の議論をする：
(V 0

E ,

△

)の基本相対不変式を (V,

△

)のものを用いて表現する.

I 指数行列の他分野 (調和解析, 統計, etc...)への応用を試みる.

I (複素)等質凸領域への拡張を試みる.
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ご清聴ありがとうございました.
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